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Exercice 1

(Question de cours et applications)

a) Démontrer la proposition du cours :

Soient une bijection ¢ : A == B et une application f: A — C,
alors 'image de l'ensemble de niveau Ly, (f) par ¢ est Li(foo™t).

Pour la suite de l’exercice on se place dans R?> muni de sa base canonique.

b) Donner I'expression analytique d’une transformation affine ¢ qui envoie le cercle d’équa-
tion {x? + (y — 1)? = 2} sur lellipse d’équation {2z* + y* = 1}.
c) Existe-t-il une application définie sur R? qui envoie I’ensemble d’équation

{22% + 22y + y? +  — 3y = 0} sur 'ensemble d’équation {92% + 12zy + 4y* +1 =0} ?

Solution :

a) M e d(Lu(f) 8 o (M) € Lu(f) B f(6~ (M) = k S M e Li(fo67Y).

(D Car ¢ est une bijection.
@+@®) Par la définition de I’ensemble de niveau L.

b) Soit ¢(x,y) = (5,
alors f o ¢! (x,y)
Li(foo™).

c) Comme (0,0) € {222 + 22y + y* + © — 3y = 0} cet ensemble n’est pas vide. Comme

{922 +12zy+4y*+1 = 0} = {(3z+2y)? = —1} cet ensemble est vide. Aucune application

ne peut envoyer un ensemble non vide dans un ensemble vide.

1) alors ¢ (x,y) = (22,yv2 + 1). Soit f(x,y) = 2%+ J(y — 1)%,
= 222 + 1°, et donc I'image de I'ensemble de niveau £;(f) par ¢ est



Exercice 2

(Géométrie dans R?)
On se place dans l'espace affine euclidien R?. On consideére le plan P d’équation {2z +y = 1}
et la droite D d’équations {z = —1, = = y}.
a) Donner l'expression analytique de la projection p sur le plan P suivant la direction D.
b) Donner I'expression analytique de la symétrie s par rapport & P suivant la direction D.
c) Donner I'expression analytique de la projection orthogonale 7 sur le plan P.
d) Calculer la distance de A = (1,0,1) au plan P.
e) Donner I'expression analytique de la symétrie orthogonale o par rapport a P.
f) Soit C le cone standard d’équation {z?+y? —2? = 0}. Quelle est la nature de l'intersection

P N C 7?7 Dessiner cette intersection.

Solution :

a) La direction de D est D = {z = 0, = = y} = ((1,1,0)). Ainsi la projection recherchée
d’un point de coordonnées (z,y,z) est un point de coordonnées (x + A,y + A, z) avec
2(z+ )+ (y+ A) = 1. On déduit A = £(—2z — y + 1) et donc

r—y+1 20+2y+1
5 3 ,Z).

b) Comme 1z + 3s(x,y, z) = p(z,y, z) on trouve

—r—2y+2 —dr+y+2

e

c) D’apres I’équation de P sa direction orthogonale est ((2,1,0)). Ainsi la projection recher-

p(z,y,2) = (

s(x,y,2) = (

chée d’un point de coordonnées (z,y, z) est un point de coordonnées (x + 2\, y + A, z)
avec 2(z 4+ 2X) + (y + A) = 1. On déduit A = £(—2z —y + 1) et donc
r—2y+2 2x+4y+1 2)

5} ’ 5} e
d) Nous avons 7(1,0,1) = (£,—-1,1), dot d(A, P) = d(A,w(A4)) = [|(3,1,0)]| =

m(z,y,2) = (

5k

e) Comme 1z + io(x,y,z) = n(z,y, z) on trouve
—3x —4y+4 —4x + 3y + 2
5 s

f) Le plan P est «vertical» dans le sens que sa direction P = {22 +y = 0} contient la

o(r,y,2) = (

direction ((0,0,1)). L’intersection d’'un plan «verticaly avec le cone standard est une
hyperbole.

On peut voir ¢a aussi par les équations. Comme PNC = {2x +y = 1,2% + y* = 22},
en remplacant y = 1 — 2z dans ’équation du céne on trouve que U'intersection P NC est
I'image par 'isomorphisme (z, 2) — (2,1 —2x, z) de R? dans P de '’hyperbole d’équation

Sx—2)2—22=1.



Exercice 3

(Construction d’une ellipse)

Soient deux droites orthogonales D; et Dy qui se coupent
en un point O, et deux cercles C; et Cy de centre O et de
rayons respectifs r et R avec 0 < r < R.

Pour tout point @ sur Cy, soit P = C; N[O, Q]. Soient D
et D} les deux droites paralleles a Dy et Dy et passant par

P et () respectivement.

On considere le point d’intersection de ces deux droites
M = D] nD;.

Montrer que quand () parcourt Cy le point M parcourt une ellipse.

Solution :

On se place dans un repére orthonormé de centre O et d’axes D; et Dy. Dans ce repére si

P = (zp,yp) et Q = (vg,yq), alors d'une part (xp,yp) = £(vg,yq), car P est I'image

r

de @ par I'homothétie de centre O et de rapport 4,

et d’autre part M = (z¢g,yp) par la
construction de M, et donc M = (2q, 1¥yq)-
Ainsi quand @ parcourt C, ayant pour équation {x2 + 9% = Rz}, M parcourt I'image de Cs

par laffinité (x,y) — (2, 5y), qui est I'ellipse dont I'équation dans ce repere orthonormé est
T\ 2 y) 2
- 7V =1,
(R) + (7‘

(Géométrie dans le plan complexe)

Exercice 4

Cet exercice est relié a la construction d’'une approximation de la «spirale d’or» représentée

sur la figure.
D() C=A

D/

1/

D//
A(0) B(1)

On se place dans le plan euclidien identifié avec C. Soient A, B et D trois points d’affixes
respectivement 0,1 et 7. On considere le carré ABC'D. On note v = %5 le «nombre d’or».

Il peut étre utile de savoir que v =1+ %
a) Soient A" = C' et B’ € [BC| tel que 7||A’B’|| = 1. On consideére le carré A’ B'C’ D’ construit

a extérieur du carré ABC'D. Montrer qu’il existe une unique transformation affine S
qui envoie ABCD sur A’B'C'D’ en respectant les sommets (S(A) = A', S(B) = B/, ..).



b) Soient z 'affixe d'un point M et S(z) 'affixe de son image S(M). Exprimer S(z) en

fonction de z et 7.
c) Quelle est la nature de S 7 Quelle est la nature de vS'?
d) Déterminer ’ensemble des points fixes de S.

e) Soit D" = S(D'). Montrer que ADD'D" est un rectangle. Puis montrer que pour tout
neN, S"(ABCD) Cc ADD'D".

f) Montrer que S3(D) = B. Existe-t-il un autre n € N pour lequel on a la méme relation
S™(D) = B?

Solution :

a) Soient Tz la translation qui envoie Asur A’ = C, R A,z larotation de centre A et d’angle
—5, et HA% I’homothétie de centre A et de rapport %/ Alors S = Tz o Ra—z o HA,%
envoie ABCD sur A’B'C'D'.

Par ailleurs cette transformation est unique car il existe une seule transformation qui

envoie le repere (orthonormé) (A, B, D) sur le repeére (orthogonal) (A’ B, D').

b) L’affixe de AC est 1 + i et donc Thz(2) = 2+ 1+ i. Et comme H,1(2) = %z et
>y
Ry -=z(2) = —iz, on trouve

S(z) = —~z+1+i.
v

c) L’application S est de la forme S(z) = az + b avec |a| = %, donc c’est une similitude de
rapport % Nous avons vS(z) = —iz + v + i@y et comme | —i| = 1 et —i # 1 c’est une

rotation (d’angle —7).

d) S(z)=z< —%z +l+i=z2& 2= 7% Donc S possede un unique point fixe (le centre
14i

de la similitude) d’affixe 73

e) L’affixe de D’ est y+i car S(i) = —%i+1+i = %4—1—1—2’ = v+ (on utilise que %—1—1 =),
et celle de D" est y car S(y+1i) = —%(V—Fi)%—l—i—i:%#—l =.
Comme les affixes de D et D" sont la partie imaginaire et réelle respectivement de ’affixe
de D', et laffixe de A et 0, alors ADD'D" est un rectangle.
Vu que ABCD C ADD'D", pour montrer que S"(ABCD) C ADD'D" il suffit de
montrer que S"(ADD'D") c ADD'D". Et pour démontrer cette derniere inclusion il
suffit de montrer que ADD'D" est stable par S, c.-a-d. que S(ADD'D") C ADD'D".
Mais S(A) = A, S(D) = D', S(D') = D" et S(D") = B car S(y) = 2y +1+1i=1.
Ainsi S(ADD'D") = AD'D"B C ADD'D".

f) Nous avons déja montré dans la question précédente que S*(D) = S*(D’) = S(D") = B.
Soit Q (# B) le point fixe de S, comme d(2, S*(B)) = (%)kd(Q, B) # d(Q2, B) pour k # 0
on a S"(D) = S"3(B) # B pour n — 3 # 0.



