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ws-raier L2 définition d'un espace affine

Définition (heuristique)

«Un espace affine est un espace vectoriel dont on a oublié I'origine.»
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ws-raier L2 définition d'un espace affine

Définition

Soit £ un espace vectoriel (si non précisé, sur R ).
Un ensemble (non vide) € est muni de la structure d'espace affine de

direction & par la donnée d'une application
ExXE—E
(A, B) — AB
qui satisfait les deux conditions :
AB+ BC= AC (relation de Chasles)
VACE VEE ABEELG AB=7V (B=A+7)




ws-rer L@ dimension d'un espace affine

L'espace affine £ est de dimension n si sa direction, |'espace vectoriel &,
est de dimension n.




ws-rer €S espaces vectoriels

—

Tout espace vectoriel £ peut étre muni naturellement d'une structure
d'espace affine, avec direction lui-méme, via |'application :

ExE—E
(A,B)>AB=B - A




ws-rer €S espaces vectoriels

—

Tout espace vectoriel £ peut étre muni naturellement d'une structure
d'espace affine, avec direction lui-méme, via |'application :

Convention

Dans la suite, tous les espaces vectoriels vont étre considérés munis de
cette structure naturelle d'espace affine.
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Les droites (sous-espaces) affines

Le sous-ensemble de R?, & = {(x,y) | x+ y = 1} est un espace affine de
direction £ = {(x,y) | x4+ y = 0}, via I'application

ExE—E
(A,B)— AB=B— A



wsre: Les droites (sous-espaces) affines

Le sous-ensemble de R?, & = {(x,y) | x+ y = 1} est un espace affine de
direction £ = {(x,y) | x4+ y = 0}, via I'application

ExE—E
(A,B)— AB=B— A

Comment peut-on généraliser cet exemple ?




ws-rier LS solutions des équations différentiels linéaires

L'ensemble des solutions S de I'équation différentielle y’ 4+ y = sin(x) est
un espace affine avec direction $*, I'ensemble des solutions de I'équation
homogene (y’ 4+ y = 0) via :

SxS— S
(A, ) = f — f




ws-raier €S solutions des équations différentiels linéaires

L'ensemble des solutions S de I'équation différentielle y’ 4+ y = sin(x) est
un espace affine avec direction $*, I'ensemble des solutions de I'équation
homogene (y’ 4+ y = 0) via :

SxS— S
(A, ) = f — f

Question

Comment peut-on généraliser cet exemple ?




ws-raier Vectorialisé d'un espace affine

En fixant un point €2 d'un espace affine £, on peut définir sur celui-ci une
structure d'espace vectoriel via la bijection :

E— ¢

BH@
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structure d'espace vectoriel via la bijection :
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BH@

Cet espace vectoriel est noté &, et est isomorphe (par définition) a E.
L'origine de £ est le point €.
Avec |'écriture € + Vv, les opérations sont :
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ws-raier Vectorialisé d'un espace affine

En fixant un point €2 d'un espace affine £, on peut définir sur celui-ci une
structure d'espace vectoriel via la bijection :

E— ¢
BH@

Cet espace vectoriel est noté &, et est isomorphe (par définition) a E.
L'origine de £ est le point €.
Avec |'écriture € + Vv, les opérations sont :
E(Q4+V)+(Q+w)=(Q+V+w).
B ANQ+V)=Q+ V.




ws-ewier  Produit d'espaces affines

Soient £ et F deux espaces affines, sur le méme corps, de directions
respectives £ et F.

On définit la structure d'espace affine produit sur &€ x F de direction
E X F par:

(A, B)(C, D) := (AC, BD).
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ws-raier Définition du barycentre

Définition-Proposition

Soient Ay,..., A € E et uq, ..., ux € K tels que Zf;l w; # 0, alors il
existe un unique point G qui satisfait une des conditions équivalentes :

Le point G est le barycentre des des points pondérées
{(A1, 1), -, (A, k) }, et les {p;} sont appelés les poids.
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ws-raier Définition du barycentre

Définition-Proposition

Soient Ay,..., A € E et uq, ..., ux € K tels que Zf;l w; # 0, alors il
existe un unique point G qui satisfait une des conditions équivalentes :

kKo
G=)> " t—A.
Z/—l Zle wi !

VEM e €, (X, mMG = T, iMA;.

Z;(zl Uia; = 0.
Le point G est le barycentre des des points pondérées
{(A1, 1), -, (A, k) }, et les {p;} sont appelés les poids.

Définition

Soient Ay, ..., A, € &, leur isobarycentre est le barycentre de ces points
;s A o 5 A . V1 \
pondérés du méme poids non nul (qui peut étre pris égal a ;, ou a 1).
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ws-rrer  Propriétés des barycentres

Si on remplace les poids p; par A\u; pour X # 0, le barycentre ne
change pas.

Si on rajoute un point pondéré par un poids nul, le barycentre ne
change pas.

Soit £ x F un espace affine produit.
Le barycentre des points pondérés
{((Al, Bl))“’l)a RN ((Ak, Bk>, uk)} est G= (GA, GB),
oll G4 est le barycentre de {(Ay, u1), ..., (Ax, pu)} dans €,
et Gg est le barycentre de {(By, it1), ..., (Bx, k) } dans F.
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ws-eaier  Associativité du barycentre

Soient {A,}ic; des points de £ et {1}/ des scalaires de somme non
nulle, indexés par un ensemble /.

Soit une partition /= J; U --- U J,, telle que vy := Z,EJk ;i # 0 pour
chaque ke {1,...,r}.

On note Gy le barycentre de {(A;, (i) }icy,-

Proposition

Le barycentre G des points pondérés {(A;, j1;) }ici est aussi le barycentre
des {( G, Vi) }reqt,....-
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ws-raier Définition d'un repere

Soit (A, ..., An) un (n+ 1)-uplet de I'espace affine &.

Définition-Proposition

On dit que (Ao, ..., A,) est un repere affine de £ s'il satisfait une des
conditions équivalentes :

(AoAi, ..., AvA,) est une base de £

Pour tout point B de £ il existe un unique (n+ 1)-uplet de poids
(MO? o009 7,un)' avec Z?:O Hi = letB= Z?:l H’iAi-
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Soit A = (Ao, ..., A,) un repére affine de &.
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Soit A = (Ao, ..., A,) un repére affine de &.

Définition

Pour B € &, on dit que (xi, ..., X,).4 sont les coordonnées cartésiennes de
B dans le repeére A, si A)B=>""_, xAA..
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Coordonnées affines

Soit A = (Ao, ..., A,) un repére affine de &.

Définition

Pour B € &, on dit que (xi, ..., X,).4 sont les coordonnées cartésiennes de
B dans le repeére A, si A)B=>""_, xAA..

Définition

Pour B € &, on dit que [po, - - -, fin].4 soNt les coordonnées barycentriques
de Bdans le repere A, si -7 jpui=1let B=>] A

La relation entre ces deux systemes de coordonnées est :
. n
pi=x,Vi=1,....net pyg=1->"",x.



ws-raier Définition d'un sous-espace affine

Soit £ un espace affine.

Définition-Proposition

Un sous-ensemble non vide F C £ est dit sous-espace affine s'il satisfait
une des conditions équivalentes :
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Soit £ un espace affine.

Définition-Proposition

Un sous-ensemble non vide F C £ est dit sous-espace affine s'il satisfait
une des conditions équivalentes :

Il existe un sous-espace vectoriel FdeE etQek tels que
F=Q+ F.
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Soit £ un espace affine.

Définition-Proposition

Un sous-ensemble non vide F C £ est dit sous-espace affine s'il satisfait
une des conditions équivalentes :

Il existe un sous-espace vectoriel FdeE etQek tels que
F=Q+ F.

A(V)Q € F, F est un sous-espace vectoriel de &
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Soit £ un espace affine.

Définition-Proposition

Un sous-ensemble non vide F C £ est dit sous-espace affine s'il satisfait
une des conditions équivalentes :
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F=Q+ F.
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F est stable par barycentres.




ws-raier Définition d'un sous-espace affine

Soit £ un espace affine.

Définition-Proposition

Un sous-ensemble non vide F C £ est dit sous-espace affine s'il satisfait
une des conditions équivalentes :

Il existe un sous-espace vectoriel FdeE etQek tels que
F=Q+ F.

A(V)Q2 € F, F est un sous-espace vectoriel de Eg.
F est stable par barycentres.

Un sous-espace affine F = Q) + F est un espace affine de direction F, via
la restriction de I'application (A, B) — AB.
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Soit £ un espace affine de dimension n.
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Les sous-espaces affines de dimension 0 sont les points {M} de £.
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affines.

Les sous-espaces affines de dimension 2 sont appelés des plans
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ws-rie1 SOUS-espaces affines et dimensions

Soit £ un espace affine de dimension n.
Les sous-espaces affines de dimension 0 sont les points {M} de £.

Les sous-espaces affines de dimension 1 sont appelés des droites
affines.
Les sous-espaces affines de dimension 2 sont appelés des plans
affines.
Les sous-espaces affines de dimension n — 1 sont appelés des
hyperplans affines.
Soient A et B deux points distincts de £. On note AB ou (A, B) la droite
affine qui passe par A et B.




ws-raier S sous-espaces affines d'un espace vectoriel

—

Soient & et G deux espaces vectoriels, et g—g € L(E, 5) une application
linéaire.
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—

Soient & et 6 deux espaces vectoriels, et ¢ € L(E
linéaire.

, 5) une application

Proposition

Pour tout | vV EIm qzﬁ c G,/ image réciproque ng L(V) est un sous-espace
affine de € de direction Ker qb
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—

Soient & et 6 deux espaces vectoriels, et ¢ € L(E
linéaire.

, 5) une application

Proposition

Pour tout | vV EIm qzﬁ c G,/ image réciproque ng L(V) est un sous-espace
affine de € de direction Ker qb

En particulier, en prenant g(x,y) =x+ydeR*dans Ret v =1,
on retrouve le sous-espace affine £ = {(x,y) | x+y=1} de
direction £ = {(x,y) | x+ y = 0}.




ws-raier S sous-espaces affines d'un espace vectoriel

—

Soient & et G deux espaces vectoriels, et g—zg € L(E, 5) une application
linéaire.

Proposition

Pour tout | vV EIm qzﬁ c G,/ image réciproque ng L(V) est un sous-espace
affine de € de direction Ker qb

En particulier, en prenant g(x,y) =x+ydeR*dans Ret v =1,
on retrouve le sous-espace affine &€ = {(x,y) | x+y=1} de
direction & = {(x,y) | x+y=0}.

L'ensemble S des solutions d'un systeme linéaire AX = B est vide ou
est un sous-espace affine de direction I'ensemble S* des solutions
homogeénes AX =0. Et S = Xj + &', ot Xj est une solution
particuliére.
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Soient £ un espace vectoriel et F un sous-espace affine de £.

JF est un sous-espace vectoriel ssi 0 € F.
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Soient £ un espace vectoriel et F un sous-espace affine de £.
JF est un sous-espace vectoriel ssi 0 € F.

J est un hyperplan affine ssi il existe une forme linéaire non nulle
¢ € E*etacR, telsque F = ¢ (a).




ws-raier S sous-espaces affines d'un espace vectoriel

Soient £ un espace vectoriel et F un sous-espace affine de £.
JF est un sous-espace vectoriel ssi 0 € F.

J est un hyperplan affine ssi il existe une forme linéaire non nulle
¢ € E*etacR, tels que F = ¢ 1(a).

Tous les sous-espaces affines de R” sont des ensembles de solutions
de systemes linéaires.
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sont paralléles s'ils ont la méme direction.
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Définition

On dit que deux (plusieurs) sous-espaces affines d'un méme espace affine

sont paralléles s'ils ont la méme direction.(C'est une relation
d'équivalence.)

Attention : «disjointsy % «parallelesy.

Proposition

Deux sous-espaces paralléles sont disjoints ou confondus.

Par tout point d'un espace affine, il passe une unique droite
(sous-espace) paralléle a une droite (sous-espace) donnée.
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L’intersection de deux sous-espaces affines F et G est :
m vide, ou

m un sous-espace affine de direction FNgG.

L’intersection de deux sous-espaces affines F et G est vide si et
seulement si (V)A€ F,Be g,

—_—

AB¢F+G.
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Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace affine £. Le sous-espace
affine (A) engendré par A est défini par une des conditions équivalentes :
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wss-pier SOUS-espace engendré

Définition-Proposition

Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace affine £. Le sous-espace
affine (A) engendré par A est défini par une des conditions équivalentes :

(A) est le plus petit sous-espace affine contenant A.
(A) est l'intersection de tous les sous-espaces affines contenant A.
(A) est I'ensemble des barycentres de points de A.

V(I € A, (A) est le sous-espace vectoriel engendré par A dans
Eq.
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Soient F et G deux sous-espaces affines du méme espace affine, et
(F,G) le sous-espace affine engendré par F U G.
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Soient F et G deux sous-espaces affines du méme espace affine, et
(F,G) le sous-espace affine engendré par F U G.

SiFNG#W0, alors (F,G) est de direction F+G, et
dim(F,G) = dim (If + 5) .
SiFNG =0, alors (F,G) est de direction F+G+D,ouD est

—_—

une droite engendrée par AB avec Ae F et Be G, et
dim(F,G) = dim (J_f’+ 5) Y
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Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £.

Définition

Soient {Aqy, ..., Ax} des points de F. On dit que cette famille est
affinement génératrice pour F si (Ao, ..., Ax) = F.
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Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £.

Définition

Soient {Aqy, ..., Ax} des points de F. On dit que cette famille est
affinement génératrice pour F si (Ao, ..., Ax) = F.

Définition
Soient (k+ 1) points {Ao, ..., Ax} de £. On dit que cette famille est
affinement libre si dim(A,, ..., Ax) = k.
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Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £.

Proposition

Le (k+ 1)-uplet (Ay, ..., Ax) est un repére affine pour F s'il satisfait une
des trois conditions équivalentes :
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Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £.

Proposition

Le (k+ 1)-uplet (Ay, ..., Ax) est un repére affine pour F s'il satisfait une
des trois conditions équivalentes :

{Ao, ..., Ak} est affinement libre et génératrice pour F.

{Ao, ..., A} est une famille génératrice minimale pour F.
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Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £.

Proposition

Le (k+ 1)-uplet (Ay, ..., Ax) est un repére affine pour F s'il satisfait une
des trois conditions équivalentes :

{Ao, ..., Ak} est affinement libre et génératrice pour F.
{Ao, ..., A} est une famille génératrice minimale pour F.
{Ao, ..., A} est une famille libre maximale de F.
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Soient £ et F deux espaces affines de directions E et F.

Définition-Proposition

Une application ¢ : € — F est dite affine si elle satisfait une des trois
conditions équivalentes :
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Définition-Proposition

Une application ¢ : € — F est dite affine si elle satisfait une des trois
conditions équivalentes :

H(V)Q cé&, gb € ,C(gg,f(z,(g)).
3¢ € L(E,F) telle que VA, B € €,
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(c_ﬁ est unique et est appelée partie linéaire de ¢.)
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Soient £ et F deux espaces affines de directions E et F.

Définition-Proposition

Une application ¢ : € — F est dite affine si elle satisfait une des trois
conditions équivalentes :

H(V)Q cé&, gb € ,C(gg,f(z,(g)).
3¢ € L(E,F) telle que VA, B € €,
6 (AB) = p(A)p(B) & ¢p(A+ V) = ¢(A) + (V).

(c_ﬁ est unique et est appelée partie linéaire de ¢.)

¢ préserve les barycentres, c.-a.-d. pour Z;(:o pi=1

¢(Z BiAi) = Z pip(A;).
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Soient £ et F deux espaces affines de directions E et F.

Définition-Proposition

Une application ¢ : € — F est dite affine si elle satisfait une des trois
conditions équivalentes :

H(V)Q cé&, gb € ,C(gg,f(z,(g)).
3¢ € L(E,F) telle que VA, B € €,
6 (AB) = p(A)p(B) & ¢p(A+ V) = ¢(A) + (V).

(c_ﬁ est unique et est appelée partie linéaire de ¢.)

¢ préserve les barycentres, c.-a.-d. pour Z;(:o pi=1
k k
B> mA) =Y it (A).
=0 i=0

L’ensemble des applications affines est noté Aff (£, F).
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Les applications constantes sont affines, de partie vectorielle 0.

Les applications affines de R dans R sont de la forme x — ax+ b.
Les applications affines de R” dans R™ sont de la forme

X—= AX+ B, ot Me M, ,et Be R".

Les applications affines de C dans C, vu comme R-espace vectoriel,
sont de la forme z+— az+ bz+ ¢, ol a, b,c € C.

Les translations Tw : M+— M+ vV (ol Vv € E) sont des
automorphismes affines de E.

Soient 8 et 7 deux espaces vectoriels. Les applications affines de
Aff(é' F) sont toutes de la forme X gb( X)+7V=Tvo¢(X)
ol ¢ € L(E,F) est linéaire.
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partie linéaire v o ¢.
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Ainsi les images de trois points alignés sont alignées.
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Proposition

Soit ¢ € Aff(E, F) et ¢p € Aff(F,G), alors p o ¢ € Aff(E,G) et a pour
partie linéaire v o ¢.

Proposition

Soit ¢ € Aff(E,F), AC E et BC F.

¢(A) est un s.e.a. de F de direction ¢ (A).

¢~ 1(B) est vide ou un s.e.a. de & de direction ¢ '(B).
Ainsi les images de trois points alignés sont alignées.

Proposition

Pour donner une application affine il suffit de donner :
la partie linéaire et I'image d’un point,

ou I'image d'un repére.
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Une translation est une application affine T € Aff(E) qui satisfait une des
conditions équivalentes :
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Définition-Proposition

Une translation est une application affine T € Aff(E) qui satisfait une des
conditions équivalentes :

elle est de la forme T= T : M M+ 7V, o0 V € &,
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Définition-Proposition

Une translation est une application affine T € Aff(E) qui satisfait une des
conditions équivalentes :

elle est de la forme T= T : M M+ 7V, o0 V € &,
sa partie linéaire est ¢ =1d € L‘(?)
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Une translation qui fixe un point est |'identité.

T o Ty = Tgyv : les translations forment un groupe abélien
isomorphe a &£.

Les translations de C sont de la forme z+— z+ ¢, pour c € C.

Soit ¢ € Aut(€) un automorphisme affine de £ et vV € £, alors
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Définition-Proposition

Une homothétie affine de rapport \ et de centre §) est une application
affine de H € Aff(E) qui satisfait une des conditions équivalentes :
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Définition-Proposition

Une homothétie affine de rapport \ et de centre §) est une application
affine de H € Aff(E) qui satisfait une des conditions équivalentes :

m H est une homothétie vectorielle de Eq de rapport )\ ;
m HfixeQQet H=Ald € L(E);
m elle est de la forme H= Hq ) : M — AM+ (1 — X)Q2.
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Une homothétie qui fixe deux points est |'identité.
Si H = AId avec ) =# 1, alors H est une homothétie affine.
La composée de deux homothéties, |'une de rapport \ et |'autre de
rapport pu, est :
m Une homothétie de rapport Ay, si Ap # 1.
m Une translation, si Ay = 1.
Les homothéties h,, » du R-espace vectoriel C sont de la forme
z— Xz+ (1= XN)w, pour A € Rjw € C.
Soit ¢ € Aut(€) un automorphisme affine de £ et hg \ une
homothétie de centre {2 et de rapport A, alors
$ohorod! = hyayn
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Soit dim & < oo, alors ¢ € Aff(E) posséde un unique point fixe ssi ¢
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—

Soit dim & < oo, alors ¢ € Aff(E) posséde un unique point fixe ssi ¢
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Proposition
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Q+ &y,
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Proposition

—

Soit dim & < oo, alors ¢ € Aff(E) posséde un unique point fixe ssi ¢
possede un unique point fixe (forcément 0 € £ ), autrement dit, ssi

1¢ Sp(9).

Proposition

Soit &, # 0 I'ensemble de points fixes de <_;5> alors

si ¢ possede un point fixe 2, I'ensemble de points fixes de ¢ est
Q+ &y,

si ¢ n'a pas de points fixes, et

Ker(¢p —Id) @ Im(¢ —1d) = &
alors il existe un unique v € £ tel que Ty0p=¢o T+
et T+ o ¢ posséde (au moins) un point fixe.
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ws-rries Le groupe affine

Soit ¢ € Aff(E), alors ¢ est une bijection ssi 5 I'est, et dans ce cas ¢+
est une application affine avec partie linéaire ((b)_l

Proposition

Les bijections affines de £ dans lui-méme forment un groupe, le groupe
affine GA(E). Et I'application ¢ — ¢ est un morphisme surjectif de
groupes GA(E) — GL(?), de noyau le sous-groupe abélien des
translations de £.
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ws-rae1  DéEfiNition d'un convexe

Définition

Soient A et B deux points d'un espace affine. On note
[AB] = {MA+ (1 — X\)B| X € [0,1]} I'ensemble des barycentres a poids
positifs, appelé /e segment [AB].

Définition

On dit que C est un ensemble convexe, si pour tous deux points A, B € C
le segment [AB] est entierement contenu dans C.

Proposition

Un ensemble C est convexe ssi tout barycentre de points de C a poids
positifs est dans C.
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L'intersection d'ensembles convexes est convexe.
L'ensemble vide et les ensembles a un point sont convexes.
Un sous-espace affine est convexe.

Les demi-espaces (ouverts, fermés) sont convexes.
L’image d'un convexe par une application affine est convexe.
6]

L'image réciproque d'un convexe par une application affine est
convexe.

Une fonction réelle est convexe ssi la partie au-dessus du graphe est
convexe.
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ws-rne1 Enveloppe convexe

Définition-Proposition

Soit A une partie d'un espace affine. L'enveloppe convexe, noté [A], est :

Le plus petit convexe contenant A.
L’intersection de tous les convexes contenant A.
L’ensemble de barycentres de points de A de poids positifs.

Ainsi par exemple le segment [AB] est I'enveloppe convexe de {A, B}.
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