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On considere pour n € N la fonction f,, =

a)
b)

a)

b)

| Exercice 1

nw
1+(nz)3*

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,)n>1 sur R, et sur [g, o[ pour € > 0.

Solution :

Etudier la convergence simple et uniforme de la série Yin=1 fn sur ces mémes ensembles.
; _ =z / _ (4a®)—x(32?) _ 1-9228 ) . .
Soit f(x) = 1357 Nous avons f(x) = T = 0o d’ot la tableau de variations
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et donc supg, |f| = f({%@) > 0. De plus lim,_,o f(z) = 0.

Comme f,(x) = f(nz), nous avons d’apres I'étude de f que pour z > 0, limy, o frn(x) =
lim,, .o, f(nz) = 0 et comme f,(0) = 0, on trouve la limite simple lim,_,4 f, = 0 sur R;. Par
contre comme supg, |fn| = supg, [f| - 0, la suite (fn)n>1 ne converge pas uniformément sur
R,.

Soit € > 0, pour n assez grand (n > %(%)), la fonction f;, est positive et décroissante sur [e, 00|,
donc supp oof | fn| = fn(e) = f(ne) — 0 quand n — 0. Ainsi la suite (fn)n>1 est uniformément

convergente sur [, o[ pour € > 0.

— — _ nT 1
Pour 2 =0, >~ fn(0) = 0. Pour > 0, f,, = TEna® ~ (ary? Quand n — oo, et donc Yins1Jn
converge car . -, ﬁ = $—12 D1 n% converge. Ainsi ), -, f, converge simplement sur R.

Mais d’apres la question précédente, cette convergence n’est pas uniforme, car la suite (fp)n>1
ne converge pas uniformément (vers 0) sur R.

De méme que dans la question précédente, pour n assez grand sup o[ |fn| = fn(€) et comme la
série >, -, fn(€) converge (d’apres la convergence simple), alors -, fn converge normalement,

et donc uniformément, sur [e, o0].



Exercice 2

L’équation y"(x) = —y(x), sur tout intervalle de R contenant 0, admet une unique solution qui
vérifie les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1, cette solution est appelée sin(x). Il existe
également une unique solution qui vérifie les conditions initiales y(0) =1 et 3y'(0) = 0, cette solution

est appelée cos(z). On rappelle que la fonction exponentielle est la valeur de la série e* = 2120:0 Zk—IT

pour Vz € C.
a) Montrer que sin(z) = >;7 t%l;i(i;iﬂ) et cos(z) = D0, = 1%3;?2 : pour Vz € R.
b) Montrer la formule d’Euler e = cos(z) + isin(z) pour z € R.
Solution :
. k —1)kg(2k) _1\k . (2k+1)
a) Soient ex(x) = %y, cx(r) = I = (—D)Fea(a) et sp(w) = St = (—1)*eansa(@).
Sur Uintervalle [ M, M] nous avons sup(_ s,y €n = en(M) et comme la série | e, (M) converge

(et a pour valeur eM), on peut conclure que les séries > 7~ ,(—1)%ear, et Yo (—1)¥eqx1 convergent
normalement, et donc uniformément, sur cet intervalle. De méme, comme €} = ej_1 pour k > 1
et ef = 0, les séries dérivées Yo (—1)Feap_1 et Do o(—1)%eqy, ainsi que les séries dérivées
secondes > 77 (—1)Fegy_o et Y1o  (—1)¥eqr_o convergent normalement sur [—M, M].

D’aprés ces convergences uniformes nous pouvons intervertir la somme et la dérivée et en utili-

sant s = ¢k, ¢j, = —Sk—1 et ¢; = 0 on obtient
0 " o) o)
2, 5v(@) | = 2 —sea(e) = = ), sl
k=0 k=1 k=0

(Z sk(x)> = Z sk(0) =0 et < > Z
k=0 =0 k=0 k=0

et donc sin(z) = Y- sk(z) sur [-M, M] pour VM > 0. Par conséquent ces deux fonctions
coincident sur tout le R. De méme

( k(il?)) = Z —cp-1( Z c(z
k k=0

k=1

(Z ck(x)> Z ck(0 et <Z Ck(ﬂf)> = Z —s,-1(0) =0,
=0

k=0 k=0 =0 k=1
et donc cos(z) = Y0, cx(x) sur [~M, M] pour VM > 0. Par conséquent ces deux fonctions

coincident sur tout le R.

b) En remplacant = par iz dans la série entiere de 1’exponentielle et en utilisant les expressions en
séries entiéres de sin(z) et de cos(z) démontrées dans la question précédente, on trouve
Z (_1)k$(2k) © i(—l)kx(%'H)
= +
| |
= (2k)! = (2k + 1)!
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Les termes pairs Les termes impairs

= cos(x) + isin(x).




